FICHE D’ENTRAINEMENT CAPES EXTERNE

Enquéte sur .5, et son acolyte A,
X ={1,...,n} S, = {permutations de X}
Une permutation o € S,, est représentée par

Si (0,7) € S? o oT estla permutation définie par (oo 7)(i) = o(7(i))
1) |Sn] =n!
2) Pour n = 4 on considére
3 4
4 1
Calculer coT1, To0, 7 ", 07 ,To0oOT *,...
Calculer < 0,7 > (sous-groupe engendré par o et 7)
3) Soit v € S, tel que vy permute cycliquement iy, ...,%, et laisse fixe les éléments de
7 est alors appelé un cycle (de longueur r) et noté (iy,...,4.).
Un cycle de de longueur 2 est une transposition.
a) Caleuler (1) e (1,5); (1,d)o (1,7)e (1,i) (00 i, € {1,...,n}
groupe S,,.
4) Deux cycles v et +' sont disjoints si les représentants de v et ' n’ont pas d’éléments
communs (i.e. Sii € {1,...,n} est tel que (i) # i alors 7/'(i) = 1)
(11, sir)sv2 = (J1s- -y Js)s -7 = (L1, ..., ly) sont disjoints. Montrer que « est
d’ordre m dans S,. Ou m = ppem(r,s,..., u)
5) a) Montrer que toute permutation se décompose en cycles disjoints

(1234 (12
=\ 2314) "7\ 23
1 -1 1
{1,2,....,n}\{i1, ..., 0.}
On adonc o(iy) = i, v(i2) = i3,...,7(ir) = i1 ety(j) = jpourj € {1,...,nf\{ir,... i }.
b) Siy = (i1,...,%,) € Sy, calculer ¥2, %, ..., ... pour 1 <k <r
¢) Conclure que 7" = id mais v* # 1 si 1 < k < r. Donc 7 est d’ordre r dans le
a) Montrer que si v et 7' sont disjoints alors yo~y' =+ oy
b) Soit « € S, @ = (i1,...,%) 0 (J1,...,Js) o ... 0 (l,...,1,) ou les cycles v, =
b) Sioc =...% =7, ...7. sont deux décompositions en cycles disjoints, montrer
que r = s et qu'il existe une permutation ¢ € S, tel que 7 = v,; pour tout

i€{l,...,r}. Donc : toute permutation se décompose donc de maniére unique en
cycles disjoints.
6) a) Montrer que (iy,...,4) = (i1,4,) 0 ...0 (i1,i3) o (i1, i2)

b) Montrer que toute permutation se décompose en un produit de transpositions.
7) Soit S, 3 = (i1,...,4) © (J1,.-,Js) © ... 0 (l1,...,1,) une (=la) décomposition en
cycles disjoints de a.

a) Montrer que « est un produit de (r —1) 4+ (s — 1) +... + (u — 1) transpositions

b) Trouver un exemple de permutations admettant plusieurs décompositions en pro-
duits de transpositions (aide : (1,2,3) = (1,3)(1,2) =...)

¢) Montrer que (a,b) o (a,e1,...,e,b,dy,...,d;) = (b,dy,...,dg) o (a,er,...,e) et
(a,b) o (b,dy,...,dg)o(a,er,...,e) = (a,eq1,...,e,b,dy,. .., dy)

d) On pose N(a) = (r—1)+ (s —1)+ ...+ (u—1). Puisque la décomposition en
cycles disjoints est unique, N(«) est déterminé de maniére unique par « et de plus

a se décompose en produit de N(«) transpositions.
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Montrer que

N((a,b)oar) = {

(aide : utiliser ¢) et remarquer que N(a,eq,... e, b dy, ..., dy) =t+k+1...)
e) N((a,b1)o0...0(a;b)oa)améme parité que N(«a) ssil est pair
f) Si = (ai,b1)0(ag,be)o...0(ay,b,) = (c1,d1)o...0(cs,ds). Alors (—1)" = (—1)°.
Ce nombre est appelé la signature de a : sign(«).
8) a € S, est dite paire si elle se décompose en un nombre pair de transpositions, « est
impaire sinon sign(a) = 1 si « pair; sign(a) = —1 si o impaire
a) Montrer que sign(a o ) = sign(a) o sign([3)
b) Montrer que A,, = {a € S,, | @ est paire} est un sous-groupe normal de S,
c¢) Calculer |A,| (A, : le groupe alterné)
9) Montrer que si n > 3 alors A,, est engendré par les cycles de longueur 3
10) a € S,,. Montrer que o (i1,...,4,) o~ 1 = (a(ir),...,a(i))
Pistes a suivre : A, est simple si n > 5; Thm de Cayley; S, est complet si n # 2 et
6; ...

N(a) —1Sia et bapparaissent dans le méme cycle de la décomposition de «
N(a) + 1 Sia et b apparaissent dans des cycles différents

1) Les triplets pythagoriciens : on cherche tous les triplets (x,y, z) € Z3 tels que 2 +y* =
2?. (on peut supposer (z,y,2) = 1.

a) Montrer que x et y ne peuvent étre tous deux impairs. On suppose y pair dans la
suite. Montrer alors que z est impair ...et z 7

b) Montrer que (z +x,z —x) = 2. Poser z+ 2 =2a z—x=2b (a,b) =1

¢) Montrer que les décompositions en facteurs premiers de a et b n’ont que des ex-
posants pairs et poser a = u* b =1v? (u,v) =1

d) Conclure z = u® + v?, z = u* —v? et y = 2uv et de plus u, v de parité différente.

e) Conclure.

2) On veut montrer que z* + y* = 2* n’admet pas de solution entiére autre que (0,0,0)
(Fermat) (z,y,2) =1

a) Montrer qu'il suffit de prouver que z* + y* = 22 n’a pas de solution non triviale.
On suppose qu’elle en a : soit x,y, 2 tel que (z,y,2) =1 zt+y*=22et2>0 2
minimal

b) Montrer qu’on peut supposer z, z impairs et y pair

c) Montrer qu'il existe (u,v) € Z* (u,v) = 1 wu et v de parité différente tel que
22 =u?—1v? Y =2w z=u?+40?

d) Montrer qu’il existe (a,b) € Z* premier entre eux de parité différente tel que x =
a’?— b v=2ab u=a®+b?

e) Montrer qu’'y? = 4ab(a® + b?) et en déduire que a = a* b= % et a®>+b* =72 onl
(a,p,7) € N?

f) Montrer que 72 = a* + p? et 0 < 7 < 2. Conclure (72 =u < u? +v? = 2%...).
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